Pitkda matematiikka, Maa10, Malliratkaisut Luku 14

PB14.2

kun 0 <

Erdén rottapopulaation ik&jakauma noudattaa funktiota f(z)

ikaa.

Tutki piirto-ohjelman avulla alla olevia kysymyksia.
a) Maaritd todennakoisyys, ettd satunnaisesti valittu rotta on alle 1 vuotta.

b) Méadrita todenndkdisyys, ettd satunnaisesti valittu rotta on alle 1-2 vuotta.

3
0, rmuualla

, missé x kuvaa rotan

Ominaisuus Arvo
=y 5 -
@ ix= 3 L. (x>0) - & Min (1,0.1875)
(x+1) 4 Max (0,3)
+ | Syottokentta...
31 Nollakohta Ei juuria
f
2 Integraali 0.875
Pintafla 0.875
L Keskiarvo 0.875
4 Pituus 3.1329
Ii-fo 1 2 3
0 <x= 1
siis P(0< x<1) ~ 0,875
. ‘F{X] _ 3 - (X > O) ; 5 :_ Ominaisuus Arvo
(x+1) Min (2,0.037)
4 Max (1,0.1875)
+ | Systtokentta...
Je
f Nollakohta Ei juuria
2
Integraali 0.088
: PintaAla 0.088
Keskiarvo 0.088
.| Pituus 1.015
Do 1 2 3
1 <x2 |2
siis P(L< x<2) ~0,088
PB14.3
. . . . 1z .
Olkoon satunnaismuuttujan z tiheysfunktio f(z) = 573 kun 0 < z < 4 ja nolla muualla. Laske
A Plz<2)b) P(1<2<2) 0 P(3,2< z < 3,85)
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a)
Ominaisuus Arvo
= — Min (2,0.25)
1 x _N =
@ f(x) = 378 (0=x=4) Max (0,0.5)
4
+ Sydttdkentt ! Nollakohta i juuria
5 Integraali 0.75
PintaAla 0.75
1 Keskiarvo 0.375
IZ Pituus 2.0156
b) -1 0 1 2 0 sxs 2 P(OS)_(SZ)zO,75
Ominaisuus Arvo
Min (2,0.25)
Max (1,0.375)
Nollakohta Ei juuria
1 Integraali 0.3125
PintaAla 0.3125
.I.' Keskiarvo 0.3125
Pituus 1.0078
1o | 1 2 g -
(L Jsxs P(1l<x<2)~0,3125
c)
Ominaisuus Arvo
Min (3.85, 0.0188)
Max (3.2,0.1)
Nollakohta Ei juuria
1 Integraali 0.0386
PintaAla 0.0386
—_
f\ Keskiarvo 0.0594
Pituus 0.6551
] 1 2 3 4
32 <x< 3.85
P(3,2 < x <3,85) ~ 0,0386

PBl14.4 o 2B

ar,kun 0 < <6
0 ,muualla
Laske todennékéisyys P(1 < z < 3)

Olkoon funktio f(z) = { .Sddda parametri a, ettd f(x) tayttidi tiheysfunktion méaaritelmén.

Ratkaisu:

19 Vilttdméatdn ehto on, ettd a > 0, jollain f on ei-negatiivinen kaikilla z:n arvoilla.

00 6 002 1 1
20] f(z)dz =0+ f ardr = | —— = 1,josta a = — Nyt siis tiheysfunktio f(z) = —-xja
. o 2 18 8

sen Kertyméfunktio onF'(z) = ﬁxQ

P(1<z<3)=F(3) - F(1)

=] ]
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PB14.5

Erddn satunnaismuuttujan x tiheysfunktio on

0 Jkun x <0

1

=X kun 0 < o < 2
flx)=4¢ "9

15$+% kun 2 < x <5
0 Jkun x =5

a) Piirra tiheysfunktion kuvaaja.

b) Laske todennédkoisyydet P(x < 1), P(1 <z < 3) ja P(x > 3).(S2003/8)

L ] ¢ Pitosles
Purkne 1 .
x 3 Funibtion snsbn ing .
® )=
, 5 2 3 nuj=ro o
®gis) = -1ty —
Fiws
A= T a4 Onranss Ao

Tt A . -
J'H'__,_éf""- W V.DE
= -
Malikoma @
Elamail &1
L P an
Hewoarsa a1 et
g a4 fl
1
Vastaus: Plr < 1) = —
10
Seuraavaksi:
+ Agetes X | b Pamcelue
Fon. x | O Fusition snabpsointi
® ()=
= foj=u/S v
®al)= -2 L] -
s
® Ang2,04 ' Censisucs  Anve
A _iWa © 0 -

—_/” < Max 2. 04

Nodsotta o

riegse 04

FriaAg 04

M a0 02 -
° |
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!H.l’l-l A F Pt hee
e [
® fix) = | C habder anabaims 3
o gl = -2 |‘5+; TLE-CTRT FR T T
Fuil Wi P
W A E 2 ad) . _______ p
A= i . 0T
e T [r.- = 0.4
r 3 1 1
HolmeohiE Ciprmrim
AL 0 Lk
Findnsn mIITN
S amaim 0¥k
acall
, 4 1 22
Pl<r<3)=—+-=—
10 3 30
Ja lopulta:
P ywia
® ix)» ; C) Furdior st
® 4= 3 " ¢ ': L LA LR Y 7
Fan . VN Pates
® Aspon — o
f —— s G d 5.9
i \" Y™ 3 g
N S
L Q3067
Friete 02987
Foash = 23N

Pz > 3) =~ 26,7%
SB14.6

Satunnaismuuttuja X saa arvoja valilta [0, 1], ja

sxx 8

T

o

sen tiheysfunktio on muotoa f(x)

1
Milla todennakoisyydella X on valilla [0, 5]? (K2007/8)

o0

1
r a
F(J:):/ E—|—Ed.1"=/ —+ —dz =|
—OOa 2 O a 2
1x2+ax 1, josta saad 1+a 1]-2
- — — _ —_ = 200
20 2 »Josta saadaan 5 -+ 5

Joten saadaan a? —2a+1=0eli (a — 1)2 =0,jostaa =1

1
Kuna=1,niinf($)=:c+§

1
ja se on ei-negatiivinen funktio ja / T
0

1

3

Nyt saadaan /
0

1

a
+ 5 Ma&arita vakio a.
a
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SB14.7

52, kun 0 < < 10

Olkoon tiheysfunktio f (.r) = { 5 i
,muualla

Laske
a) P(1 < z < 3) b) odotusarvo c) keskihajonta.

Plcyes =y 22 9 18 2
= — —ar = - = - = =
v Pl<z<y L 50" 7/, 100 T 100 100 100 25

o0 10 T
b) Odotusarvo E(z) = / - flz)de= / X - %dw =
0

/10 72 ; 0.3 9 2
—dr = - = — (=
) 50 , 150 3 3

oo

¢) Varianssi on: D?(z) = / (x — E(z))? f(x)dr =

10
200 =
N T g —
/0 (v =) 5

Y921 — 1602 + 80022 50
0 1800 -9
~ 5,56
2
Keskihajonta on D(z) = % = % ~ 2,36
SB14.8 =

Erdan tehtaan valmistamien hehkulamppujen kestoajan jakaumalla on tiheysfunktio

{0 0,25 — (t —1,5)%] kun 1 <t <2
0 . muulloin.

(muuttuja tilmaisee ajan tuhansina tunteina). Milld todenndkoisyydella téllainen lamppu palaa vahintaan 1300
tuntia? (K1984/8a)

2

Nyt f 6[0,25 — (t — 1,5)%)dt =
1.3

: P
203-0,25-t —(t—1,5)°| = — =0,784
1.3 12\.}

Vastaus: Siis 78, 4%:n todennakdisyydella.
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SB14.9 2 -

Tikkataulun sdde on 20 cimn, ja taulu jakautuu kymmeneen samankeskiseen yhta leveddn renkaaseen, jotka on
numeroitu ulkoa sisédnpdin 1:std 10:een. Gabrielin heittdmat tikat osuvat tauluun siten, ettd niiden etdisyys r
taulun keskipisteestd noudattaa todennakoisyysjakaumaa, jonka tiheysfunktio on:

16000 (400 — 7%) Jkun 0 < z < 20
0 , muulloin.

Tassa r on ilmaistu senttimetreind.
a) Laske todenndkoisyys, ettd Gabrielin heittdma tikka osuu 9:4én tai 10:een.

b) Laske todennékdisyys, ettd Gabrielin heittAmistd viidestd tikasta ainakin kolme osuu 9:44n tai 10:een. (K2005/9)

a)

Tehtavan annon mukaiseseti:

xr
3
F(z) = [ —— (400 — r?) dr =
() /016000( ) dr

T3 1 3 1
— (4001 — =1%) = ———(400z — —a®
/U 1000 1% ~ 3") = 150001100 ~ 37

Gabrielin heittdma tikka osuu 9:44n tai 10:een on:

P0<z<4)=F(4)-F0)=
3 1 4736

7400 -4 — =43 =
(400 ) 16000

= 0,296
16000 3

Siis todennédkoisyys, ettd Gabrielin heittdm4 tikka osuu 9:44n tai 10:een on: p = 0, 296.

Tehtavan voi ratkaista binomitodennakoisyydella, missd p = 0,296, n =5ja k = 3,4,5.

A | e | ¢ | o | E |

: n k p Binomi tn.
| 5 0 0,296 0,172027194
| 5 1 0,296 0,363640125
| 5 2 0,296/ 0305704196
| 5 3 0,296 0,128534719
5 4 0,296 0,027021503
| b b 0,296 0,002272263
: summa 1
| summa k=3-% 0,157528485

Vastaus: Siis p = 0,296 ja P(z =3 tat xz=4 tai z=25)=0,158

SB14.10

Halkaisijaltaan 20 cm olevaan pyoredan maalitauluun heitetadn umpimahkéan tikkaa. Olkoon
satunnaismuuttuja X tauluun osuneen tikan etédisyys reunasta. Maaritd X:n kertyméafunktio, tiheysfunktio,
odotusarvo ja keskihajonta. (S1997/9a)
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Fiirretddn ensin mallikuva:

Olkoon kertyméfunktio muotoa: F(z) = P(X < 1)
Nyt F(z)=0,kun r < 0ja Flz) =1,kunx = 10.
Koko taulun pinta-alaon: A = 1007,

Sisdympyran pinta-ala on: A, = (10 — x)%7 .

Ulkorenkaan pinta-ala on: 4 = 1007 - (10 — :r'}zﬁ'.

Siis todennédkdisyys: P(X < r)saadaan midritettyd geometrizena todennikoisyytend:

— — a2
Fla) = P(X <) = 1007 — (10 .L]lfrz

1005
100 = (100 = 200 — 2?) & a2
100 5100
a€£ _ .Tz . T
siis F(a) = 4 5 o9 kun 0 STS 10
0 crnwulloin

Kun saatu kertyméAfunktio deerivoidaan, saadan sen tiheysfunktio:
1 =z

)= Fir) = — — —

- L kun 0 <z < 10

siis f(x) = { S

cmudloin

h . T ox
Odotusarvo E(r) = / x- f(r)dr= / — — —dr =
— n 2 50
0.2 3 10
p 10150 3

Varianssi on: D?(z) = /t (o — E(E}}E - fla)de =

=10 . 10 e 2 .
10, 1 = x T 14z 20
SR e ydr = [ (24 R i =
]n (=307 (5 = 5p)de L{ T3 9 Tl
0 g L2 Tt 20z 50
. 200 9 9 9
50

Keskihajonta on D(z) = n ~ 2. 36
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SB14.11 & -

Sijoittaja kaytti osakkeen kurssikehityksen arvioimiseen todennékéisyysjakaumaa, jonka tiheysfunktion maksimi
saavutetaan markkina-arvolla 20,50 € ja joka on nolla yli viiden euron poikkeamilla markkina-arvosta 20,50 €.
Tiheysfunktio on jatkuva, ja sen kuvaaja koostuu kahdesta lineaarisesta osasta valilla 15,50 €- 25,50 €.

a) Madrita tiheysfunktion lauseke.

b) Milla todennakoisyydelld osakkeen markkina- arvo on alle 19 €?

¢) Muiden kurssien nousu sai sijoittajan muuttamaan jakaumaa epasymmetriseksi niin, ettd maksimi saavutettiin
edelleen arvolla 20,50 €, mutta nollakohta 25,50 € siirtyi pisteeseen 30,50 €. Muilta ominaisuuksiltaan jakauma
pysyi samantyyppisend kuin aikaisemmin.Maarita tdman uuden jakauman odotusarvo. (52012/14)

a)

0, kun r < 15,50

T ._ﬂ E . § [

5= — == kun 15, xro= 20,
fl)={ B W f;]un 15.50 < & < 20 :_JEJ

—5e® + g5, kun 20,50 < x < 25,50

0. kun 25,50 < x

b)
10
Plz < 19) = 1 _l:: I () de :/1‘:;{;_5 - %}d.}' =
/lg 2 _31E 6,045
155050 50
c)
Nyt

0, kun o = 15,50
(2) %.;; — ;—l kun 15,50 < & < 20,50
Nx) = % Fun 20,50 < o < 30,50

0, kun 30,50 < @

4_.
s
+

Josta odotusarvo E(x) = 22,17€
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SB14.12

Eraan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio f(x) = ax + b valilla 0 < x < 3 jamuualla f(z) =

0.

o

Maarita vakiot « ja b siten, ettd jakautuman keskiarvo (odotusarvo) on 1. Laske hsak31 todenndkoisyys sille, etta

tdman satunnaismuuttujan arvo on vahintdan 1. (K1975/8b)

oo 3 SQ ) 9a
f(:l:)dac=0+/ a$+bd:§:/—m +br=—+3b=1
o 0 2 2

oS! 3 JCL b 3
E(g):/ x-f(x)dm:/ a:c2+b:1:d33:/ 3x3—§x:9a—§b:1

00 0

Saadaan siis yhtalopari, jolle ratkaisu:

S2+3b=1
9a-3P=1 .
{a=15-b=15 |
Siis tiheysfunktioon:  f (z) = { 575 kunz€[03]
muualla

3 3 2
2 T + 2x 4
Nyt P(1<X):/ —:E—i——dx—/—:—
1 15 15 5



