Pitkd matematiikka, Maa10, Ratkaisut Luku 16

PA16.1 o

Seuraavassa taulukossa on esitetty 30 varusmiehen pituuksien luokittelu luokkakeskusten mukaisesti.

Varusmichen pituus [em]  Luokkafrek -wrutL[r,]a
1704 179

- 17 12 T.;u%

W0 - 180 1 m;m_m; m;
] 3 w-m; m%
Yihteensa o= adis

Mika on moodi?

e 1/1

PAl16.2

Seuraavassa taulukossa on esitetty 30 varusmiehen pituuksien luokittelu luokkakeskusten mukaisesti.

Vrusmichen pituus fom] - Luokkafrokvenssi [f] - Lukkakeskus [z]
170 - 179 12 TR g G
180 - 1890 13 m:m_m; m;
o - 19 5 m.ml m%
Yhteensa =30 5465

Mika on mediaani?
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PA16.3 bl

Rasiassa on kuusi palloa, joista kolmessa on numero 1ja kolmessa numero 2. Rasiasta nostetaan
samanaikaisesti kolme palloa. Talloin saatujen lukujen summa on satunnaismuuttuja. Laadi taman
muuttujan frekvenssitaulukko seka laske suhteelliset frekvenssit. (k1979 8b)

Kuudesta pallosta voidaan valita kolme palloa (g) = 20 eritavalla.

Satunnaismuuttuja, mika on kolmen pallon summa Z |, voisaadaarvot 3,4, 5 tai6.

3
0

3
Jos satunnaismuuttujaa vastaava arvo on kolme (3), niin se saadaan (3) . ( ) =1 eritavalla.

a
o

1

Jos satunnaismuuttujaa vastaava arvo on nelja (4), niin se saadaan (2) . ( ) =9 eritavalla.

0
o

2

Jos satunnaismuuttujaa vastaava arvo on viisi (5), niin se saadaan (1) . ( ) =9 eritavalla.

Jos satunnaismuuttujaa vastaava arvo on kuusi (6), niin se saadaan (0) . (?) =1 eritavalla.
L sf%
1 _
3 1 5-100=5%
4 9 2-100=45%
5 9 —-100=45%
1 _
6 1 e 100 =5 %

PB16.4 d

Liitteena olevassa taulukossa on esitetty Suomessa alkoholijuomien kulutus asukasta kohti 1990-2018
(Taulukko). (https:/findikaattori.fi/fi/55 Haettu:15.1.2020) Tutki taulukkolaskentaohjelman avulla keskiluvut ja
keskihajonta alkoholijuomien kulutus asukasta kohti 1990-2018.
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Alkoholijuomien kulutus asukasta kohti 1990-2018

1010 24 allwholina
Tilasteitu kulutus Tilasteimaton lmlutus| Kolonaislmlutus
1990 9.5 15 11
1991 9.2 16 10,8
1992 8.9 14 10,3
1993 8.4 16 10
1994 8,2 16 9.3
19495 8.3 2.7 11
1996 8.2 24 10,6
1997 8.6 23 109
1998 8.6 2.2 10,8
19949 8.6 21 10,7
2000 8.6 21 10,7
2001 9 2 11
2002 9.2 2 11,2
2003 9.3 2 113
2004 949 26 125
2005 10 2.7 127
2006 10,1 2.2 123
2007 10,5 2.2 127
2008 10,3 2.2 125
2009 10 23 123
2010 9.7 23 12
2011 9.3 23 121
2012 9.3 2.2 115
2013 9.1 25 116
2014 8.8 24 112
2015 8,3 23 10,8
2016 8.4 24 10,8
2017 8.4 19 10,3
2018 8.4 2 10,4

-/ Terveyden ja hyvinvoinnin laitos (THL)
Yksikkd: 1/15 vuotta tiyttanyt asukas
L dhde: Terveyden ja hyvinwvoinnin laitos (THL)

keskiarvo 11,23
mediaani 11
moodi 10,8
keskihajonta 0,83
SB16.5 e

Kultaseppé aikoo ostaa 12 000 markalla joko yhden suuren jalokiven tai kaksi 6 000 mk arvoista
pienempaa ja hiottaa ostoksensa sitten uudestaan. Uudelleenhionta maksaa tuloksesta riippumatta suuren
kiven osalta 1 000 mk ja pienemmaén 800 mk sekd nostaa hionnan kestavéan kiven arvoa 30 %.
Todenndkoisyys, etta hiottava Kivi tuhoutuu siséisen vian vuoksi, on suurta kivea Kkasitellessa 0,1 ja
pienempéa kasitellessa 0,08. Kannattaako kultasepén ostaa yksi suuri jalokivi vai kaksi pienemp&aéa? Tassa
kannattavuuden mittana pidetdédn hionnan jalkeisen varallisuuden odotusarvoa. (K1996/9)



Pitkda matematiikka, Maa10, Ratkaisut Luku 16
Kaksi pienempaa:
Tarkastellaan yhta pienta jalokivea:

Kustannukset: —6000 — S00 = —6800
Mahdollinen tuotto : 6000 - 1,3 = 7800

Kivi menee rikki hionnassa p; = 0,08 kivi kestdd po = 0,92

Mahdollinen tuotto odotusarvon mukaan:
= "7800-0,92 — 6800 = 376

Jos kaksi pientd kived, niin - =2 -376 = 752

Yksi suuri:

Kustannukset:  —12000 — 1000 = —13000
Mahdollinen tuotto : 12000 - 1,3 = 15600

Kivi menee rikki hionnassa p3 = 0,1  kivikestdd py = 0,9
Mahdollinen tuotto odotusarvon mukaan:

w = 15600 - 0,9 — 13000 = 1040

Vastaus: Kannattaa siis ostaa yksi isompi kivi.

SB16.6

Laatikossa on kaksi valkoista ja kolme mustaa palloa. Laatikosta otetaan umpimahkéaan kaksi palloa.
Olkoon satunnaismuuttuja X nostossa saatujen mustien pallojen lukumaara. Laske todennakdisyydet
P(X = k) ,k=0,1, 2. Mdarita odotusarvo E(X). (52008/8)
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Merkitdan V=valkoinen ja M=Musta
Mahdolliset vaihtoehdot ja niiden todennakdisyydet ovat:

P("VV ") = E : % = T , mustia palloja on siis 0 kpl.
2 3 3 2 6
P'"'VM"Y=Z2.Z4+Z.2 = __ |, mustiapallojaon siis 1 kpl.
( ) =5 2 5 1710 P P
3 2 3
P("MM") = 2.2 _ 2 , mustia palloja on siis 2 kpl.
( ) =5 1710 Pl P
Odotusarvoon: =10 - L +1- : + 2. g 12 1,2

10 10 10 10

SB16.7

Monivalintatestissa on 25 vaitetta ja kussakin kaksi vastausvaihtoehtoa. Opiskelija tietaa oikean
vastauksen 10 vaitteeseen, mutta joutuu arvaamaan loput. Milla todennakoisyydella han lapaisee
testin, kun lapipaasyyn vaaditaan 15 oikeaa vastausta? (S2010/6)

n ke p Pl

15 0 0.5 3,05176E-05

15 1 0.5 0,000457764

15 2 0.5 0,003204346

15 3 0.5 0.013885498

15 4 0.5 0.041656494

15 b 0.5 0.091644287

15 6 0,5 0,152740479

15 7 0.5 0,196380615

15 B 0.5 0.196380615 Summa P5-P15
15 9 0,5 0,152740479 0,941
15 10 0.5 0.001644287

15 11 0.5 0041656494

15 12 0.5 0013885498

15 13 0,5 0,003204346

15 14 0,5 0,000457764

15 15 0.5 3,05176E-05

Vastaus: Opiskelija lapdisee tentin noin 94 %:n todennakoisyydelld. Halutun todenndkdisyyden voi laskea myos
komplementtitodennakoisyydella.
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SB16.8 '

Pakkausautomaatti tayttad kahvipaketteja. Kahvin méaéra on normaalijakautunut, keskihajonta on 10
grammaa, mutta odotusarvoa voidaan saatéaa. Mika pitédisi saatda odotusarvoksi, kun tavoitteena on
valmistaa paketteja, joista enintaan 2,0 % sisdltaa alle 500 grammaa kahvia? Anna vastaus gramman
tarkkuudella. (S2014/7)

Taulukoidaan:

X kh satm p
490 10 500 0,841344746
491 10 500 0,815930575
492 10 500 0,788144601
518 10 500 0,035930319
519 10 500 0,02571656
520 10 500 0022750132
521 10 500 0,017864421
g22 10 500 0,013903448
523 10 500 001072411

Siis keskiarvon tulee olla vahintdadan 521 grammaa.

SB16.9 &

Saannollisen tetraedrin muotoista noppaa heittamalla voi saada silmaluvuksi 1, 2, 3 tai 4. Nama ovat kaikki yhta
todennékoisia. Pelaaja heittaa yhta aikaa tetraedrin muotoista ja tavallista noppaa ja laskee silméalukujen summan.
a) Médrita kaikkien mahdollisten silméalukujen summien todennékdisyydet. h) Méérita silmédlukujen summan
odotusarvo. (K2014/7)

Tav. Arpakucr 1 2 3 4 5 6
Tetranoppa
1 2 3 4 5 B 7
2 3 4 5 ] 7 8
3 4 b 6 7 8 g
4 5 6 7 8 g 10
Summa f p
2 1 0,041666667 1/24
3 2 0,0833333332/24
4 3 0,125/3/24
5 4 0,166666667 4/24
4] 4 0,166666667 4/24
7 4 0,166666667 4/24
i) 3 0,125/3/24
9 2 0,0833333332/24
10 1 0,041666667 1/24
yhteensa 24
b)
4 4 4 3 2 1 144
a 24 2+2/1 3+2/1 4+24 5_‘_2/1 6+2/1 Trr+2f1 8+2/1 g+2/1 10 24 6
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SB16.10 o

Oletetaan, etta vaeston alykkyysosamaara noudattaa normaalijakaumaa N(100, 15). Maarita
odotusarvon 100 ymparilta symmetrinen vali, johon kuuluu tasmalleen puolet vaestosta. (K2015/6)

Siis: P(—a<z<a)=%(a)—P(—a)=P(a)—(1—P(a)) =2®(a)—1=105
® (a) = 0,75
Taulukkokirjan mukaan g =~ 0,675

x — 100

Kun satunnaismuuttuja a normitetaan, niin  ———— = 0,675

15
& =15-0,675+ 100 = 110,125
ja —z = 89,875

Siisvalion  [90, 110]

SB16.11 8

Kiireiselld professorilla on yksi luento jokaisena viitena arkipaivéand, mutta hén ehtii pitaa paivittaisen
luentonsa vain 80 prosentin todennédkoisyydellda. a) Milla todennéakoisyydellda hén ehtii pitda viikon kaikki
luennot? b) Milld todennékoisyydelld vain yksi viidestd luennosta jaa pitdmaétta? c) Méarita viikossa

pidettyjen luentojen lukumaéaéaran odotusarvo. (S2012/8)

a) Professori ehtii pitéa 5 luentoa: P (A) = 0,8° = 0,32768

G) 0,8*.0,2! =0,4096

b) Professori pitd4 4 luentoa: P (B)
P (B)

@) 0,8%-0,2%2 =0,2048

c) Professori pitaa 3 luentoa:

5

Professori pitdé 2 luentoa: P (B) = (2

)0,82 0,23 =0,0512 |

Professori pitdd 1 luentoa: P (B) = (?) 0,81 .0,2* =0,0064

Professori pitda 0 luentoa: P (B) = 0,2° = 0,00032

Nyt odotusarvo luennoille viikossa on:

=0-00032 +1-0,0064 +2-0,0512 + 30,2048 + 4 - 0,4096 + 5 - 0,32768 = 4
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SB16.12 o

Aapo ja Juho sopivat matematiikanluokan liitutaulun pyyhkimisesta. Juho ehdottaa ratkaisuksi pelid: Aapon tulee paattaa etukateen
luku n ja heitt4a sitten taikalanttia (Kruunan todenndkoisyys taikalanttia heitettdessa on Aapon tutkimusten mukaan tasan 45 %.) n
kertaa siten, ettd heittosarjassa on tdsmaélleen kaksi kruunaa. Mikali Aapo onnistuu, Juho joutuu pyyhkim&an taulun. Jos Aapo ei
onnistu, han joutuu pyyhkiméin taulun.Mika luku » Aapon kannattaa valita? Mika voittotodennékdisyys Aapolla on talléin?

b) Aapo aavistelee todennédkdisyyksien olevan hint4 vastaan ja ehdottaa sdantdihin muutosta: Pelin sAanndt pysyvét muuten samoina,
mutta mikali Aapo heittda valitsemallaan »:114 heitolla tdsméalleen yhden kruunan, hén saa vield yhden lisdheiton. Jos hin saa toisen
kruunansa talld lisdheitolla, hdn voittaa. Mika on nyt paras valinta »:n arvoksi? Kumpi todennékoisesti joutuu pyyhkiméan taulun?
(Aapo haviaa siis jos heittdd valitsemillaan n:114 heitolla nolla tai yli kaksi kruunaa tai heittda ensin yhden kruunan ja sitten klaavan
lisdheitollaan)

Merkitdan todennékoisyyksid yksittaiselle taikalantin heitolle:

9

P (heitto on kruuna) = p = 0,45 = 2
. 11

P (heitto on klaava) =qg=1—p= 20

Todennakéisyys, ettd heitetddn tdsmaélleen kaksi kruunaa on:

v (nY 2 a2 omt (9 2‘ 1 u.—g_
P(n) = (2) = S ) (20) (20) -
n-n—=1)(n-2) 9 2 11 n—9 .

2l(n — 2)! "\20/) "\29 =

. ("H, . l) i 2 E n—2 B ﬂ (nz - n) E n—2
2 20 20 © 800 7N 20

Kyseessd on diskreetti funktio, nvoi saada vain positiivisia kokonaislukuarvoja. Siispé sité ei voi esimerkiksi derivoida. Muodostetaan
kuitenkin sen pohjalta kaikkialla reaaliluvuissa maaritelty jatkuva ja derivoituva funktio:

81 112
Olkoon f (z) = 00 (x® —x)- (ﬁ)

Tutkimalla funktion f(x) kdyttaytymistd saadaan tietoa myds todenndkoisyyden muuttumisesta heittojen maaran muuttuessa. Tutkitaan

rnktion detvatiaa: (¢) = S | D =) (1)
nktion derivaattaa: r)= <00 &£ T 20

Positiivinen vakiokerroin ei vaikuta tehtdvan kannalta oleellisesti funktion kiyttdytymiseen, vain sen kasvamisen ja vihenemisen
dramaattisuuteen. Tutkitaan siis pelkastadn hakasulkeiden sisélld olevaa lauseketta.

r—2 =2 r—2 .
Olkoon ¢ (;E} — (_x‘z _ ‘r) i (2];_{1]) gI(I) — |jD(;172 _ "E) . (%) ] — (21; — 1) . (%) + (;1:2 _ :r) . [D ((3'1121—:])' 2:| =

11 =2 9 o L9y L 11 o2 9 11 o Lbog—92.]p L
(22 —1) - 20 +(z° —a)- [De“ﬁ'“‘_"“ﬁ] = (2r—1)- 20 + ( —:r)-lnz—o- (e“ﬁ'“r_ '”E) =

1\ 11/ g2 N 11\
(2.1:—1)-(2—“) + (x —:r)vln2—0-(c. 21) = (22 —1)- 50 +(z —:r)~ln2—0- 20 =
n—2 r—2
(%) -((_2.‘1:—1)4—{:::2—;1“.)-111;—[1]): (;—é) -(111%-:E2+2£—1—111;—{1]~.‘E):
11" 1, 11 |
(%) v(ln2—0-:r -I—(Z—ln%)ur—l)
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; -2
11"
Etsitadn nyt derivaatan nollakohdat. Tekijalla (%) on aina positiivinen, eli silla ei ole nollakohtaa, joten muun lausekkeen

tarkastelu riittaa.

1, 1y _
lnﬁ-.r +(2—1112—0) r—=1=0

=>T_ln%—Z:I:\/(Q—ln%)z—Hl-ln%_ 1n%—2:|:\/4—4-ln%—(In%)z—kél‘ln%x il -2+ /14— (nd)?

1 11 11
2-Ing 2-Ing; 2-Ing
Laskimella saadaan likiarvot: = == (), 57647... VvV x =~ 3,76880...

1 . 11 11
Funktion derivaatan merkki maariytyy lausekkeesta In 20 2+ (2 —In ﬁ) -2 — 1 .Koska In 20 < 0, on kyseessi alaspiin aukeava

paraabeli. Alkuperdinen funktio on siis kasvava derivaatan nollakohtien vélissé, eli kun 0, 57647... < x < 3, 76889... , kaikkialla
muualla se on vihenevi. Funktiolla on siis maksimi kohdassa = = 3, T6889...

Todennékdisyys saada kaksi kruunaa on siis suurimmillaan joko kolmella tai neljalla heitolla. Kokeillaan sijoittamalla:

2
o [9 1y
P(3)=3. (20) ' (20) ~ 0,334

2 2
. (9 11 o
P(«l)—()-(%) (2—0) ~ 0, 368

Aapon kannattaa siis heittda taikalanttia nelja kertaa.

b) Onnistuminen uusilla sd&nndillé tarkoittaa tilannetta, ettd alun perin valituilla heitoilla on saatu tismélleen kaksi kruunaa tai
tdsmélleen yksi kruuna ja lisdheitolla on saatu kruuna.

Ponnisturm'nen uusilla saannailla (7"') = Pkaksi kruunaa {ﬂ) + P vksi kruuna ja kruuna lisdheitolla ('1‘1) =

)G ()0 6) )" ()
A EOROERIOIONONE
(B[ -0)-@) - G [ @)

todennakdéisyysfunktion pohjalta kaikkialla reaaliluvuissa méaaritelty jatkuva ja derivoituva funktio.

o\ |a2—z [11\"? 1! oN? 22—z /11\"? /11 11\ 2
otoon /1) = (57) '[T'(%) +o () 1: (%)'[T'(%) (%)= (%) ]
9\?* /1 ) 1“2 /11 1\*?
@) @)= & &) ()

Muodostetaan taas
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Tutkitaan funktion derivaattaa. Hakasulkeita edeltdva vakiokerroin ei vaikuta oleellisesti funktion kiyttadytymiseen, joten jitetdin se

: 1\ /1 1y
: . P — (e oy | 2 [ T e ! —
huomiotta: Olkoon g (x) = (2 — z) (20) + (10) T 20) g (z)
1\ 1, 11 11 1\
l(%> -(ln%-x +(2—1n%)-.5—1)‘|+(E)-lD(E-(%)
Huomaa, ensimmadinen termi lausekkeessa on sama kuin a-osassa, jolloin sen derivaatta voidaan poimia suoraan.
E r—2 : 1_1 ’2+ - 1_] 1) 1_] 1_] ;a;—‘2+' : E 1_] r—2 B
20 "0 T\ M) 10 20 90\ 20 -
11\ 11, 11 _ 11 1\ /1 1 1\ ?
(%) -(1112—0-.1: +(2—ln%)vr.—l)+(ﬁ)-(2—0) + 0 -.r,-ln2—0- 2 =
11\ n o, /. 11 _ 11 11 11
(%) . [(ln% St A4 (2—111%) S — l) + (1—0) + (ﬁ) -,1:-1112—0] =

11\ n 1111 11 1 1\ 1, (. 1 11 1
(%) -(1112—0-:15 -I—(Z—ln%ﬂ—l—o-lnz—o)-x—f—m)— (%) : 111%-.1: + 2+ﬁ-1112—0 'r+ﬁ

Etsitdén derivaatan nollakohdat. Ensimmadinen tekijd on aina positiivinen, joten riitta4, etta tarkastellaan jalkimmaista tekijaa:

11 5 1 11 1
In — - x° 24 —-1 x4+ —=10
n 20 e 4 ( + 10 n 20) v+ 0 (

Laskimella saadaan juurille likiarvot: = = —(0,05074... VvV 2 = 3,2961

Derivaatan merkki méaraytyy kyseisestd tekijdstd. Koska tekijd on alaspiin aukeava paraabeli, se on positiivinen nollakeohtien vélissa.
Siispé funktio on talldin kasvava ja vihenevé kaikkialla muualla. Maksimi 16ytyy siis derivaatan nollakohdasta = = 3, 2961.
Todenndkdisyys on siis suurimmillaan joko n:n arvolla 3 tai 4. Kokeillaan sijoittamalla alkuperdiseen lausekkeeseen:

P onnistuminen uusilla sdannoilla (ﬂ- - 3)% O: 518
P onnistuminen uusilla sdannoilla ':'”- = 4)“ O.- 502

Aapon kannattaa siis uusilla sdannoilla valita n:n arvoksi 3. Aapon todennékaisyys voittoon on yli 0, 5, eli Juho joutuu todennakaisesti

pyyhkimaan taulun.



