Malliratkaisut MAA2, Luku 7

Sessio 7 Tehtava 4 (PA)

Ratkaise toisen asteen yhtalot toisen asteen ratkaisukaavan avulla.
al g 42 -2=0

b) 2% — 2z — 12 =10

A a?—5r4+4=0

a)

Sijoitetaan yhtdlén 2% + r — 2 = Okertoimeta = 1,b = 1 jac= -2

_ . _ —b £ Vb2 — dac
toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaan & = % :

_—1+v9 143

—li\/(1)2—4-1-(—2)
v 2.1

2 2
—-14+3 -1-3
T = f ]_ t‘ 1 T — ) —2
€I 5 al T 5
Vastaus: x = —2taiz =1
b)

Sijoitetaan yhtdlén 222 — 20 — 12 = () kertoimeta = 2,h = —2jac = —12

: . . —b =+ V1% — dac
toisen asteen yhtilén ratkaisukaavaan © = 2a :

2
B Zi\/(i) ~4-2-(-12) 24100 2+10

’ 2.2 1 1
2-10 2410
€r= . -2 tal z= J; =3
Vastaus:y = —2 tai x =3
c)

Sijoitetaan yhtilén x> — 5z 4 4 = 0 kertoimeta = 1, p = —5jac =4
: , —b £ VI — dac
toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaan & = 90 :

=12
541/(-57—4-1-(4) 5445 543
re 2.1 I T
o=3 2+ 3
T = =1 tal == =4
T 5 al 5

Vastaus: + =1 tai =4



Malliratkaisut MAA2, Luku 7

Sessio 7 Tehtava 5 (PA)

Ratkaise seuraavat toisen asteen yhtalo
a) 2? —3r4+6=4
b) 22 —49 =0
c) 32243z =6
a)

Kun nollasta eroavat termit ovat yhtdsuuruusmerkin vasemmalla puoclella, voidaan tutkia
milloin 2% — 37 +2=10.

Yhtilén o — 3z + 2 = 0 kertoimetovata = 1, h = —3jac = 2.

L , . _ —b £ Vb — dac
Sijoitetaan ne toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaan x = %0 :

_3:|:\/32—4-1-2_3:|:\/9—8_3:|:1

a 2.1 N 2 2
3—1 341

T = 5 =1 tai == _; =

Vastausiox =1 tai = =2

Mi

2

b)
Tapa 2:
Sovelletaan summan ja erotuksen tuloa:
Tapa 1: 2249 =(x-T)(z+7)=0
a* 49 =10 | +49 Tulon nollasd&nnén perusteella:
2? =49 ||y r4+7=0 ||—Ttaie—7=0 [ +7
r=-Ttaler=7 r=—Ttalz=7
c)
322 + 3z =6 ||—6

31+ 3r—6=0

Yhtilostd saadaan kertoimet @ = 3,b = 3 ja ¢ = —6, jotka sijoitetaan toisen asteen yhtdlon
, —b £ VI — dac
ratkaisukaavaan * = :
2a
3£/ -4-3-(-6) -3+£VO9+72 -3+9
e 2.3 ) G ~ 6
-3-9 . -3+9
r= 5 = -2 tal x= = 1

Vastaus: ¢y = — 2 taixz =1



Malliratkaisut MAA2, Luku 7

Sessio 7 Tehtava 6 (PA)

Ratkaise yhtald (z — 2)(x — 3) = 6 (S2014/1a)

(—2)(x—3)=6

Kun kerrotaan sulut pois, yht&ld saadaan muotoon

2 -5+ 6=6 | -6
a? — Br =10
x(r—>5)=0

Tulon nollasddnnén nojalla
r=0talx—5=0 | +5
r=0talx =5

Vastaus:r =0 taix =5

Sessio 7 Tehtava 7 (PA)

Ratkaiseyhtald 3 — ¢ = 2° + 20 — 1
3—z=2+2c-1 | -3
—rx=at+2x -4 |4z

22 43 —4=0.

Yhtilén 2? + 3z — 4 = 0 kertoimet @ = 1, b = 3ja ¢ = —4 sijoitetaan toisen asteen yhtélén
, —b 4+ V1?2 — dac
ratkaisukaavaan & = %0 ;
T_—S:E\HQ-I-lB_—S:I:\fZS_—S:I:E:
o 2 B 2 2
—-3 =5 -3+ 5
;r!=—2 }=—4tai;:;=—2 > =1

Vastaus: y = —J taixz =1



Malliratkaisut MAA2, Luku 7

Sessio 7 Tehtava 8 (PA)

Ratkaise yhtalé 2% — 1 = 3 (z + 1) (S1991/1)

2 —1=3(z+1)

Kerrotaan sulut auki:

2 —1=3r+3

Operoidaan kaikki termit samalle puolelle yhtdld4:
2 —1=3c+3 || -3

22 —4=3z | -3z

7 —3r—4=0

Yhtilén 22 — 37 — 4 = O kertoimetovata = 1,h = —3jac = —4.

—b £ Vb —dac

Sijoitetaan ne toisen asteen yhtdldn ratkaisukaavaan r =

2a
3+./32—4-1-(—4) 3+£v9+16 3++25 345
T = = = = =
2-1 2 2 2
3-5 -2 3+5 8
T = — =—1 .';= =—=£1
T 5 B taLa 5 5

Vastaus: pr = —] taiz =4



Malliratkaisut MAA2, Luku 7

Sessio 7 Tehtava 9 (PA)

Kahden perakkaisen parittoman kokonaisluvun tulo on 35. Mitka ovat nama kaksi kokonaislukua?

Kun luku z, 2 € Z kerrotaan luvulla 2, saadaan taatusfi parillinen luku. Kun edelleen tdhin lukuun
lisdtdan tal vihennetddn luku 1, saadaan pariton luku. Olkoot kaksi perdkkiista paritonta

kokonaisluknasiis 2y —1jaZ2er+ 1, kunz € 2.
Nyt (2o —1)(22+1) =35

Huomataan, ettd yhtdlon vasemman puoleisessa lausekkeessa on summan ja erotuksen tulo. Yhtélo

sievenee siis muotoon:

422 -1=35 ||+1

422 =36 | :4

=9 |y

r—=—3talix =3

Sijoittamalla 7 = —3 tal ¥ = 3 lausekkeisiin 27 — 1 ja 2x + 1, niin saadaan:
r=-3 r=23

2r—1 2:(=3)-1=—-6-1=-7  2.3—-1=6-1=5
20+1  2-(=3)+1=—-6+1=-5 2:34+1=6+1=7

Kaksi perakkaistad lukua ovat siis joko -7ja-5tai5ja 7.

Vastaus:-7ja-5tai5ja’7

Sessio 7 Tehtava 10 (PA)

Olkoon f(x) = x* 4 322 + = + 1 ja g(z) = 2 + 2% — 2z + 3 (K2004/1)

a) Laske f(—2)

1
b) Laske g (5)

c) Ratkaise yhtalo f(x) = g(x)



Malliratkaisut MAA2, Luku 7
a)

Sijoitetaan a:n paikalle luku —2:
f(=2)= (=23 +3-(-2*+(-2)+1=3 .

b)

1
Sijoitetaan a:n paikalle luku B

3 2
| 1 i ] 11 12 3
“)=(z) < (z) -2 243=c+--143=-+-+2=2"
ﬂ(z) (2) (2) 20T RTETR

c)
flx) = g(x) eli
I3+3ﬂ?2+;}?-|— =g+ 22 —2r 43

Operoidaan kaikki termit samalle puolelle ja yhdistetidn samanmuotoiset termit:

P43 rr+l1=a+22-20+3 | -2°
32+ +1=22-2x+3 | —2?
22 4 r+1=-22+4+3 | +2z
202 +3x+1=3 ||-3
2% +3r—2=0
Yhtilén 222 + 3z — 2 = 0 kertoimet @ = 2, b = 3ja ¢ = —2 sijoitetaan toisen asteen yhtilén
, —b + Vb? — dac
ratkaisukaavaan r = :
2a
: 2 :
- C3x/(3°-42:(-2) 313 -343
yer= 2.2 R
L35 _ -8 345 _2 |
Ty Ty T e T Ty T
Vastaus: r = —2 talx = -

2



Malliratkaisut MAA2, Luku 7

Sessio 7 Tehtava 11 (SB)

Kahden kokonaisluvun summa on 14 ja tulo 48. Mitka nama kaksi lukua ovat?

Olkoot @ ja y kokonaislukuja.
Summa: r + y = 14

Tulo:z -y =48

Tapa 1:

N&iden yhtéldiden pitdd olla yhtdaikaa voimassa, joten saadaan yhtdlépari. TAma yhtildpari voidaan
ratkaista CAS-laskimella yhtdlénratkaisukomennolla, jonka opit luvussa 1.1. TAim4 malliratkaisu on

laadittu TI-nspirella:

x+y=14
x y=48

solve ,X,¥] * x=6 and y=8 or x=8 and y=6

Vastaus: Kysytyt kokonaisluvut ovat 6 ja 8.
Tapa 2:

Ratkaistaan summan yhtélosta ¢ késin tal CAS-laskimella (tdmé&n malliratkaisun laatimisessa on
kéytetty TI-nspired)

solve (x+y= 1 4y) » y=14—x
ja sijoitetaan se tulon yhtaldon:

x(14 — x) = 48 . Ratkaistaan yhtéld CAS-laskimella:

solve (t (14—.1')=481x) » x=6 or x=8
Lasketaan néitd vastaavat y:n arvot:

y=14 -6 =8 tai

y=14—-8=6.

Vastaus: Luvut ovat siis 6 ja 8.



Malliratkaisut MAA2, Luku 7

Sessio 7 Tehtava 12 (SB)

Ratkaise yhtalo ;.;.-2 4+ — g = ().

2 3
"+ r——=10
T4 5
Sijoitetaan toisen asteen yhtildn kertoimet a =1, b=1jac = —% toisen asteen yhtilon
, —b £+ Vb? — dac
ratkaisukaavaan & = ;
2a
o —1i\/12+4'1'%_ 1+ VIF10  —1+ VI
- 2-1 B 2-1 B 2
—-14+v11 -1 — /11
r=-—/——tir=—F—"
2 2
=1 +v11 -1 =11
Vastaus: * = 5 talr = — 5

Sessio 7 Tehtava 13 (SA)

Miten luku 10 tulee jakaa kahteen erisuuruiseen osaan, jos osien tulo on 247

Olkoon toinen luvuista z, silloin toinen luku on 10 — z.

Koska lukujen tulo on 24, niin (10 — z)x = 24 ,eli —2% + 10z — 24 =0.

Sijoitetaan toisen asteen yhtilén kertoimet @ = —1, b = 10 ja ¢ = —24 ratkaisukaavaan

. —b £ Vb — dac

o 2a ’

p o 10 V102 —4-(=1)-(=24) 10+ 100—96 —10+v4 —10+2

2-(-1) B —2 - —9 9

-10-2 =12 ) ~10 — +2 —8

T = e = F t T o= — — _1

T ) ) y 1al ¢ 5 =

Vastaus: o =4 taix =0



Malliratkaisut MAA2, Luku 7

Sessio 7 Tehtava 14 (SA)

Ratkaise nelioon taydentamalla: 32 — gz +8 =0

2 —6r+8=0

Jaetaan keskimmaéinen termi tekijdihin, jotta voidaan kiyttdd binomin nelion kaavaa
a? — 2ab+ b* = (a — b)%:

22 -2.2-34+8=0 | +1

2 —2.0-3+4+3 =1

(@=3°=1 |y

r—3 ==l

r—3=1 [|[+3taiz—-3=-1 || +3
r=4tair=2

Vastaus: r =4 taix = 2



Malliratkaisut MAA2, Luku 7

Sessio 7 Tehtava 15 (SA)

Ratkaise toisen asteen yhtald ;2 _ , _ g = () neliodn taydentamalla.

- —6=10

Binomin nelién kaavan mukaana® — 2ab + b% = (a — b)?
Merkitddn keskimmaéiseen termiin kertoja 2 ndkyviin, jotta lausekkeen arvo el muuttuisi, tytyy

1
kakkosta kertoa sen kidnteisluvulla 5:

1
J?Z—Q-J,'-i— ) =

2
1, 1 1
Binomin nelién kaavan b on siis nyt 5 ja b = (E) =1 Muokataan yhtdl64 niin, ettd vasemmalle
1 1
puolelle yht&l64 saadaan lauseke -2z 3 + 1
2 1
T —Q-I-i—ﬁzﬂ | +6
1 1
2
—2er-= =6 =
T re5 =6 [| + 1
I 1 1
2
=24+ =06+ -
T x 5 + 1 ) + 1

Nyt voidaan kdyttdd vhtdlon vasemman puoleiseen lausekkeeseen binomin nelidn kaavaa:

1N 95 '
Tmy) =1 W
1 5
p— =42
Py T
Biz—2=2 |+staiz—s=—2 [+2
T T g T YT 2
6 4
;=§)=3tai:r——§——‘2

Vastaus: r = —2 taiax = 3



Malliratkaisut MAA2, Luku 7

Sessio 7 Tehtava 16 (SA)

Ratkaise (z + 3}2 —6{z+3)+5=0

Kokeile ratkaista aukaisematta sulkeita.

Ajatellaan binomi x + 3 toisen asteen yhtdlén ratkaisukaavaan x:n paikalle. Merkitddn esimerkiksi,
ettd u = & + 3. Talloin yhtals (= + 3)2 — 6(x + 3) + 5 = 0 saadaan muotoon u? —6-u+5=0.

—b £ Vb — dac
Nyt yhtéld voidaan ratkaista toisen asteen yhtdldn ratkaisukaavan r = 50 avulla.

Merkitddn ylos eri asteisten termien kertoimet: a = 1, b= -6 jac=25 .

Sijoitetaan ne toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavaan:

_6i~.f’ﬁ?—4-1-5_ﬁi\fzfi—:zn_aiv’m_ﬁi:i
- 2.1 - P) . 2 2
6—4 2 _ 6+4 10

5 ——5—1 tai wu = 5 5 J

L1

" —
Sijoitetaan w:n lauseke u = & + 3 yhtdléénu = 1ja u = 5:
t+3=5 ||[-3taleze+3=1 | -3

r=2talp = -2

Vastaus: r = —2 taix = 2



