Malliratkaisut MAA2, Luku 8

Sessio 8 Tehtava 4 (PB)

Milla vakion § arvolla funktiot f(;-) - 2;5'2 —br+4 Ja q{r) = 2x + 2 sivuavat toisiaan? Tutki tilannetta piirto-ohjelman avulla.

GeoGebralla saadaan:
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Siis, kun luku b = 2, niin funktioiden kuvaajat sivuavat toisiaan pisteessé (1, 4).

Sessio 8 Tehtava 5 (PA)

Milld parametrin a arvolla yhtalolld 442 4+ qx + 1 = () on tdsmalleen yksi juuri?

Diskriminantiksi saadaan
D=a>—4-4-1=a>—-16 .
Koska halutaan, ettéd yhtdlolla
a?—-16=0 | +16
a*=16 ||y

a==44

Vastaus: q = —4 tala = 4



Malliratkaisut MAA2, Luku 8

Sessio 8 Tehtava 6 (PA)

Milld a:n arvoilla yhtalolld g2 + 3ar + 1 = () onvain yksi reaalinen ratkaisu? Mika se ratkaisu on?
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Nyt siis diskriminantin D = 9a® — 4a arvo on nolla, koska talléin yhtallld on tasan yksi reaalinen

ratkaisu.
Otetaan a yhteiseksi tekijaksi yhtalostd 9a° — 4a = 0
a(9a—4)=10,

Tulon nollasdinndn perusteella

a=0 tal 9a-4=0 |[+4

9a = 4 | -9
4

"9

Siis, kun a = 9 tai a = 0, on yhtildll4 yksi reaalinen ratkaisu.
4 2, . _

Kuna = g Iuin ax” + 3ar + 1 = () saadaan muotoon
4 5 4
—r 4+ -r+1=10 -9
9 3 |

4 + 122 +9=0, josta toisen asteen yhtdlén ratkaisukaavalla saadaan

124122449 —124V0 3
e 24 I

Kun a = 0, niin yhtélo ar® +3azx+1=0 supistuu muotoon 1 = 0. Téll6in yht4ld on identtisesti

epatosi eli sillé ei ole ratkaisua.

v K 4 3
astaus: Kuna = —onr = ——.
9 2



Malliratkaisut MAA2, Luku 8

Sessio 8 Tehtava 7 (SA) %

Milla parametrin } arvolla paraabeli f(__c) = ;;;-'2 + 4x + 3 jasuora g(;r:) = bx + b sivuavat toisiaan? Miké on tdma sivuamispiste?
Muodostetaan yhtdld merkitsemilld funktioiden fja g lausekkeet yhtd suuriksi:
2 F =
r*+4dr+3=5zx+b | -5z
9
—x+3=b ||[—b
2 . —
r—r+3-b=0.

T&lla yhtalolla on yksi ratkaisu, jos diskriminantin
D=1>—-4.1-(3-b)=1-4(3—-b)=1—-12+4b= —11+4b arvo on nolla.

Funktiot siis sivuavat, jos diskriminantti

—11+4b=0 | +11

=11 |:4
11

b= —.
4

Tutkitaan yhtélén a*

— x + 3 — b = 0 ratkaisua toisen asteen yhtdlén ratkaisukaavan avulla
sijoittamalla diskriminantin arvo nolla kaavaan:

1£0 1
T = — = =

2 2

Lasketaan esimerkiksi funktion g arvo saadussa kohdassa:

1y 1, 1o
AT T R

i . . (121
Ivuamispiste onsiis | 5, - |.

11 121
Vastaus: Kun b = T sivuavat funktiot f ja ¢ toisiaan pisteessi (5 I)

Sessio 8 Tehtava 8 (SA)

Osoita, etta funktio f {_J_r,-} = 2,-1;2 + 3x + 2 saa vain positiivisia arvoja.

Voimme todeta, ettd funktion f kuvaaja on yléspédin aukeava paraabeli. Silld on korkeintaan 2

reaalista nollakohtaa, koska se on toista astetta.

Tutkimalla diskriminanttia D =32 —-4.2.2= -7 <0 , voidaan todeta, ettd funktolla f ei ole
nollakohtia. TAm4 tarkoittaa sitd, ettd funktion kuvaaja ei leikkaa x-akselia missdan pisteessa. Funktio

saa siis vain positiivisia arvoja.



Malliratkaisut MAA2, Luku 8

Sessio 8 Tehtava 9 (SB)

M&arita parametri b siten, ettd yhtaldlld 42 4 pp + 5 = () on tdsmalleen yksi ratkaisu. Mika ratkaisu on?

Yhtilolld «* + br + 5 = 0 on vain yksi ratkaisu, kun D = 0.

Nyt D=0 —4.1.5=0

B —_20=0
b = 20
b= +v20

b=—2v5 tai b= 2v/5

1) Kun b = —2+/5 , niin sijoitetaan se alkuperdiseen yhtdloon ja tutkitaan milloin
= 2Vhr+5=0.

2v/5 + \/(2\/5)?—445

Nyt xr = 9.1 =
2v5+v0  2V56

2 2
:I,'II/-E

2) Kun b = 2+/5, niin sijoitetaan se alkuperdiseen yhtilddn ja tutkitaan milloin 2+ 25 +5=0.

—2v/5 + \/(2\/5)2—4*1'5
Nyt = = 51 =

~2v5+v0  —25
2 2

T ==\

Vastaus: Yhealolld 22 + bz +5 =0 on yksi ratkaisu x = V5, kun b = —2v/5 . Yhtilslla
> +br+5=0 on myds yksi ratkaisu x = —/5, kun b = 2v/5.



Malliratkaisut MAA2, Luku 8

Sessio 8 Tehtava 10 (SB)

Ma&arita yhtalon g2 _ 24 — g = () Pienempi juuri, kun a on nollasta eroava vakio. (K1992/5a)

Tehtivinannon mukaisesti aa”> — 20 — @ = 0 on toisen asteen yhtils, kun a # 0,

Y a0 e VITEE 25 AT _

2.a 2a 2a
2£2V1+a2 2(1£V1+a?) 1£V1+d?

2a 2a i

Diskriminantti D = 1 + a® > 0 kaikilla a:n arvoilla, joten yhtdlélla on kaksi reaalista ratkaisua:

_l—l—vl—i-a?t_ 1 —+v1+a?
) '

X axr =
f

Tarkastellaan juurien suuruutta:

1+xf1+a2>1—v’1+a'2 1 —V1+a?
(i3 {1

ja silloin pienempi juurion ¥ =

Kun a = 0, niin
I

S 1+V1I+a?r 1—-vV14+a2, o 1+ V1 +a?
Kun a < 0, niin < ja pienempi juurionr = ————
e 1) 1
. . 1—+v1+a? ) 1+ V1+a?
Vastaus: Siis pienempi juuri on = = Y Jkuna > 0jax = — kuna < 0.

Sessio 8 Tehtava 11 (SA)

Milla vakion a arvoilla yhtalolld 942 — 51 + 2 = () on tdsmalleen yksi juuri? (K2014/4)

Yhtdlslld 2az® — 5z + 2 = 0 on tdsmalleen yksi juuri, kun sen diskriminantti ) = 0
Nyt D=5%—4-2a-2=25—16a .

Milloin siis 25 — 16a =07

25 —16a =0 || +25

—16a =25 ||: (—16)

25
a=——
16
Vastaus: Annetulla yhtil6lld on tdsmélleen yksi ratkaisu, kun a = — 1—

16



Malliratkaisut MAA2, Luku 8
Sessio 8 Tehtava 12 (SB) & -

Eraalla syopapotilaalla oli koteloitunut etaispesake eli metastaasi isoissa pakaralihaksissa (musculus gluteus maximus) oheisen
kuvan mukaisesti. Etaispesake on kuvassa vihrean paraabelin f(x) = —;1:2 + 62 — 13 alapuolella. Laakari Mutikainen suunnittelee
hoito-operaatiota, jossa tehtaisiin etaispesakkeen sivuylapintaan avanne, josta voitaisiin tasmaoperoida tahystyksella etaispesake.
Suunnittele oheisen hoitokaaviokuvan ja piirto-ohjelman avulla mihin kohtaan Mutikaisen kannattaa hoitokanava operoida.
Hoitokanava tehdaan suoran y = —2x + b suuntaisesti. Mutikaisen on otettava huomioon, etta etaispesaketta ei saisi puhkaista.
Tutki piirto-ohjelman avulla, missa koordinaateissa on hoitokanavan ja koteloituneen etaispesakkeen sivuamiskohta? Kuvassa
akselisto nakyy mustalla ja hoitokanavaa operoiva tekolaser liikkkuu z-akselia pitkin. Mihin x-koordinaattiin laserin paa pitaa
sijoittaa?

Tutkitaan tilannetta GeoGebran avulla;

RPs A > OO &N =@ S
@ iRz -i6x-13 =) \
b=3 i
e e e :
P gy=-2uid i
A = Leikaasgiste {1
® {rg
— (4, -5)
+

Edell4 olevassa kuvassa on piirretty funktiot. Vakiolle b on luotu liukuséédin. Voidaan huomata, ettéd

bin arvolla 3 funktiot sivuavat toisiaan.
Leikkauspiste-tyokalulla voidaan havaita sivuamispisteeksi (4, —5).

r-akselilla jokaisen pisteen y-koordinaatti on nolla. Suoralla ¥ = —2x + 3, y saa arvon 0 kohdassa

1
T = 15. Mutikaisen kannattaa viedd laserin p44 tdhdn kohtaan x-akselilla.

1
Vastaus: Ladkiri Mutikaisen kannattaa vieda laserin p44 kohtaan (1=, 0) ja hoitokanava sivuaa

2
etdispesikettd kohdassa (4, —5).



Malliratkaisut MAA2, Luku 8

Sessio 8 Tehtava 13 (SA)

Milla a:n arvoilla yhtalolla ((12 — Ja -+ 2) 2 + (a2 — ba + 4) T — (a.? — a) = (0 onenemman kuin kaksi ratkaisua? (S1994/5)

Toisen asteen yhtél6lld voi olla enemmaén kuin kaksi ratkaisua, jos yhtélo on identtisesti tosi. TAlloin
silld on d4retdn madri ratkaisuja.
Jotta yhtilo (ﬂ.2 —3da + 2) 2%+ ((12 — Ha + -'1) T — (a: — a) = 0 olisl identtisesti tosi, taytyy

muuttujien kertoimien ja vakion olla nolla. Toisin sanoen

a2 —3a+2=0
a? —5a+4=10
a?—a=0

2—(]'_:[_]:

Tarkastellaan viimeistd yhtdléa: a
Otetaan a yvhteiseksi tekijaksi:
ala—1)=10

Tulon nollasd&nnoén mukaan
a=0 tai a—-1=0 |+1
a=1
Kun a = 0, supistuu ensimmadinen yhtdld muotoon 2 = 0 ja toinen yhtilé muotoon 4 = (). NAma
yhtéldt ovat identtisesti epdtosia, joten @ = 0 ei kelpaa ratkaisuksi.
Kun a = 1, saadaan alkuperédinen yhtild muotoon
(12-3-1+2)2*+(1*—5-1+4)z— (1 -1) =0
0-22+0-2—0=0
0=0.
Siis kun a = 1, on alkuperdinen yhtild identtisesti tosi ja silld on darettdman monta ratkaisua.

Vastaus:a =1



Malliratkaisut MAA2, Luku 8

Sessio 8 Tehtava 14 (SA)

Mika on polynomifunktion P (_Lj — _2;;2 — da — 5 suurin arva? Milla muuttujan r arvolla se saavutetaan?

Koska “:n termin kerroin on positiivinen, niin polynomifunktion kuvaaja saa pienimmén arvonsa
sen huipussa.

Nyt ratkaisukaavassa nelidjuurilauseke diskriminantti D<X0, joten huipun z-koordinaatti saadaan
laskettua seuravasti:

Th = = —1

yp=f(=1)==2(-1)* =4-(-1) = 5= -3
{J'hr!}h) = {_lr _3:]

Vastaus: Suurin arvo on siis -3 ja se saadaan =:n arvolla —1.

Sessio 8 Tehtava 15 (SB)
Maarita paraabelin f [,;5,) — + 4 + 6 pienin arvo.

Paraabelin f (z) = a2 + 4x + 6 kuvaaja nayttia taltd:

b Algebra > | ¢ Piirtoalua

Funktio
- f(x) =x'4dx+6

Piste

® A=|-2,2)

1
-4 3 -z i 0 i
—4 5

Vastaus: {Ihf ylrl‘]l = (_2~ 2}



Malliratkaisut MAA2, Luku 8

Sessio 8 Tehtava 16 (SA)

Ratkaise yhtald 32 4 9¢ +5 = () -

42 +5=0

—24+422_-4.1.5

5.1 Huomaa, ettd negatiivisessa diskriminantissa korvataan miinusmerkki

aT
i*1la, koska —1 = i
~24+/~16 -2+ V162

xr =

2 2
244 2(=14+2
z= i_ 2 Dy 49
2 2
r=—-14+2itair=—-1—-2
Vastaus: r = —1+2f taix = —1 — 24

Sessio 8 Tehtava 17 (SA)

Ratkaise yhtalo x? + z + % — ).
2 51
4o+ ==1I0
1 —I—J+2
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“1+3i 1 -3
xr = — Tr = ——

9 al 5

~143i —1—3i

Vastaus: r = ——— 11 = —

2 2



